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Matematica I (MAT021)
240 Semestre de 2012. Certamen 2, Martes, 16 de Octubre de 2012.

Instrucciones

1. Revise que todos sus datos (nombre, ROL y paralelo) estén debidamente escritos en todas las hojas de

este cuadernillo.

2. Todas las respuestas deben ser fundamentadas.

3. No se permiten hojas adicionales. Para calculos y fundamentaciones use el espacio dejado para ello o la

parte de atras de las hojas, indicando a qué ejercicio corresponde el desarrollo.
4. No se permiten calculadoras, celulares u otro tipo de elemento tecnolégico

5. Dispone de 90 minutos para desarrollar el certamen.

Ejercicios de desarrollo corto

1. (10 puntos) Considere la funcién impar f : [—2,2] — [—1,1] de la que conocemos:

22 , 0<r <1
f(x)_{2—x o 1<z<2

Determinar dominio, recorrido y grafica de la funcion ¢ definida mediante: g(z) = f(z — 1) + 1.

Solucién  Sabiendo que la funcién f es impar obtenemos su grafica:
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Haciendo un corrimiento horizontal obtenemos la grafica de f(z — 1)

N

1-1

y finalmente, haciendo un corrimiento vertical obtenemos la grafica de g(z) = f(z — 1) +1
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De la gréfica concluimos que:

e Dom(g) = [-1,3].
e Rec(g) =[0,2].
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2. (10 puntos) Calcule
sen (2(z — 1))

ilgll 3 —1
Solucién:
sen(2(x — 1)) sen(2(z — 1))
a3 —1 (=122 +x+1)
_ 2sen(2(z — 1))
2@ —1)(z2+ 2+ 1)
Note que:
2(x—1
i SRCE 1) g sl Gonde w= 22 — 1)
z—1 2(1‘ — 1) u—0 u
y
. 1 1
lir ==
sl 22+ 41 3
Luego,
lim sen(2(x — 1)) o sen(2(z — 1)) im 1 _2
1 3 —1 z—1 2(x —1) sl 2+ +1 3

3. (10 puntos) Determine la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto P =

rectal:xz—y—4=0en el punto @ = (3,—1).

Solucién. Sea (r — h)? + (y — k)? = r? la ecuacién pedida.

Como P y @ pasan por la circunferencia, tenemos la igualdad

(T—h)2+(=5—k)*=B—-h)?*+(-1—k)?

(7,—5) y es tangente a la

=49 —14h+h? +25+ 10k + k> =9 —6h + h®> + 1 + 2k + k2

& 8k = 8h — 64
Sh=h-8. (%

Ahora bien, como [ :
perpendicular a [ que pasa por Q y (h, k).

Aprovechando que [ pasa por @, se llega a que —1 = —3 + b, de donde b = 2, y por lo tanto Iy

Como también I; pasa por (h, k), entonces k = —h + 2.
Usando esta dltima igualdad junto con (x), se deduce que (h, k) = (5, —3).

De esta manera, la ecuacion de la circunferencia esta dada por (z — 5)2
finalmente el punto P en esta ecuacién, obtenemos que 72 = 8.

Asi, la ecuacion buscada es (z — 5)% + (y + 3)2 = 8.

y = x — 4 es tangente a la circunferencia, entonces existe I

+ (y+3)% =2

iy = —x + by una recta

Yy =—x+2.

Reemplazando
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4. (10 puntos) La poblaciéon de un pais aumenta segin el modelo exponencial y(t) = yoe*, donde y(t) es el
namero de habitantes en el afo ¢, yy es la poblacién inicial y K es constante.
Si en el ano 1990 la poblacién del pais era 12 millones de habitantes y en el ano 2000 era de 16 millones. ;Qué

poblacién estima para el ano 20127

Solucion

Considerando el afio 1990 como el instante inicial y que y(t) estd dado en millones de personas, tenemos que
y(0) = yo = 12.
Ademsés sabemos que en el ano 2000 la poblacion era de 16 millones lo que se traduce en la ecuaciéon

y(10) = 16
12510 = 16

N
K _ a
“ =)

Lo que nos piden calcular es entonces

y(22) = 1252 = 12(e)*

y(22) = 12 (g)

o = () -5

22 1
La poblacion en 2012 serd de 12 (3)™ (o & (3)°) millones de habitantes

Sk

-
cn‘)_‘

5. (10 puntos) Determine todas las asintotas de

Solucion

f(x)::cQ—x—GZ (x +2)(x —3)

Se tiene que
lim f(z) = 00 .". x = 3 es asintota vertical,

r—3
y
lim f(z) =00 ..z = —2 es asintota vertical.
T——2
Por otra parte
3 3
TR A S R R O S
T—00 T z—oo x(x?2 — 2 —6) 200 x(x?)
. . 2d—x(2? — 2 —6) . 2 + 6x
By L sy

Luego, la recta y = x + 1 es asintota oblicua.

No tiene asintotas horizontales.
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Ejercicios de desarrollo largo
1. (25 puntos) Calcule a y b para que la funcion

2

T
—_, x <0
V422 -1
f(z) = ar +b , 0z <2
T —\r+2
—_—_, 2<z
Vdr+1-3
sea continua.
Solucion Continuidad en = 0.
z? 2?(V1+a22+1)
li = lim — = 1i = 1 24141 =2
Jm fe) = i ey = e o i (Ve D

Por otra parte lim f(z) = lim (ax +b) = b
z—0t

z—0t

Continuidad en z = 2.

lim f(z) = lim (ax+b) = 2a+b

T2~ T2~
Por otra parte:
-/ 2
lim f(z) = lim v s

r—2+1 z—2+t \/4r +1—3

i (x — Vo +2)(z+ Vo +2)(Viz + 1+ 3)
a2t (Var +1-3)(Viz + 1+ 3)(z + Vr +2)

lim (22 — 2 — 2)(V4z + 1+ 3)
=2+ (4 +1—9)(z + vz +2)

i (x—=2)(z+1)(Vd4zr + 1+ 3)
z—2t Az —2)(x + vz + 2)

_ (x+1)(V4r+14+3)  3(3+3) 9
= 1m = = g

=2+ A(x 4z +2) 4(2+2)

Para asegurar la continuidad se debe tener

b= 2 T
9 = B 16
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2. (25 puntos) Considere la funcion f(z) = cos (3x . g) + V3 cos(3z + ).

(a) Demuestre que f es una sinusoide. Indique amplitud, periodo y angulo de fase.

(b) Resuelva la ecuacion f(z) = —1 en el intervalo [0, 7].
Solucién.

(a) Tenemos que:
f(z) = cos (3x - g) + V3 cos(3x + )
= sen(3z) — V3 cos(3z)

:ﬁ(

sen(3x) —

1 V3 3
Vi3 VT3 o)
1 V3
= 2 <2 sen(3x) — > COS(3J]))

= 2 (cos <5;T> sen(3z) + sen (5;) cos(Sx))
= 2sen <3x—|— 5;) (0 2sen (30~ %))

2 -5
Asi, f es una sinusoide con amplitud 2,periodo gy angulo de fase Tﬂ

(b) Para resolver la ecuacion f(z) = —1, usamos el item anterior para obtener

flz)=—-1 & 2sen <3x+ 57T> =-1

3
. %—kawkeZ
< Sx—f—?: 117
?—FQ/{J?T]CEZ
_TW—F%WI«EZ
& 3= .
S+ 2kr kel
T2
T lkrkez (1)
) 6 T3
e A - 9
sk keZ (2)

Ahora bien, para el conjunto (1) se verifica que la tnica solucion en el intervalo [0, 7] se encuentra con
-T 2T 0w

k:Lyesté,dadapor;v:?—l—?:g.
Para el conjunto (2), las dos soluciones en el intervalo [0, 7] se encuentran con k = 0y k = 1 y corre-
T 13w
d — ¥ -
sponden a 7oy —¢

T w 137w
Asi, el j lucio 1 ibnes g =40 — = =\
si, el conjunto solucién de la ecuacion es S {18’ 5 18 }
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