8 Limites y Continuidad

Ejercicios resueltos

1. Calcular s1 existen:

cotan z — (—g — 3;)3

a) lim i b) lim
:B—}ral_\/l__(aj_Q) :I:—}% COS T
3T — 2 .
¢) lim d) lim f(z) donde
-0 \/1 + 1 —1 T—a
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flz)= L para a=2; a=0; a=4

Respuesta:

a) lim i =lim($_a')[1+\/1"(33‘“a)]
cva 1 —/I—(z—a) <> 1-(1-(z-a))
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d) lim f(z)=1, lim f(z) =5, luego no existe el lim f(z).
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9 Determine el valor de k£ de modo que exista el li_Iﬁ f(z) donde
T
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:z':—\/ltg - 0<z<1
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r+ Kk x> 1

Respuesta:
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lim (z + k) = 1+ k. Luego el lim f (z) existe ssi —= =1+k, luego
z—17t z—1 2
k= -—3/2.

J1+z -1 . ,
— no es continua en z = 0 j porqué’

3. La funcién f(z) =
T
;Es posible extenderla continuamente en I = 0?7 Justificar la re-
spuesta.

Respuesta: Como 0 ¢ dom f entonces f no es continua en = = 0.

Sea 1+ z = u°.
o J1+x-1 o ou—1 _ u—1
lim ———— = lim = lim -
z—0 T ur1ud—1 wol (u—1)(u2+u+1)
lim —— 1/3
— 117 — — wonc
u—1lu? +u+1
Por lo tanto es posible extenderla continuamente €n T = 0; basta
definirla en z = 0, f(0) = 1/3.
z + sen (5 | T
4. Calcule Ilm ——— ( £ ) - lim - .
T—r0o0 2T -+ 1 T—»—00 \/3;2 - 1
z+sen( 75" ) 1+ sen( 5=
Solucién: lim —25— = lim - :
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y en consecuencia el limite original es 1/2.
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. Clasificar las discontinuidades. Justificar la respuesta.

I .
1 — R x <0
f@) =173  9(2)=
r : >0
Respuesta: f discontinuaenz =—-1yenz =1
1 — 1 — 1
lim —— = lim ————— = lim = 1/2
r—1 1 — :1:2 z—1 (]_ e :L‘)(]_ —~t- ) r—1 1 T
_ l—1x , 1 _
lim = lim que no existe

r——1 1 — 12 z——11+2

En consecuencia f tiene en z = 1 una discontinuidad reparable y en

z = —1 una discontinuidad esencial.
lim g(z) = lim — = lim — = -1
z—0- z—0- 2| 20~ —Z
im g(z) = lim — = lim — =1
z—0+ 0t [T| 20t T

Como lin% g(z) no existe entonces g tiene en z = 0 una discontinuidad
Tr—

esencial.

. Usando la definicién de limite completar:

lim (z° —9) = -5 %

T—2

Respuesta: lim (z? — 9) = =5 & Ve > 0, 36 > 0 tal que:

T—>2
Si0<|z—2|<d=|(z*—-9)—(-5)| <e¢, es decir:
Sio<|z—2|<d=|z*—4| <€
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7. Suponga que se cumple la proposicion:

(Ve >0)(36 >0) talque 0< |z —4| < d=|f(z)+ 3| <e¢

;, Qué puede concluir?

Respuesta: La proposicion equivale a garantizar que li_z;g f(z) = =3.
L

8. Demuestre que lim (8z +9) = —7.

T—r—2
Dem: Como se pide probar este limite entonces debemos usar la
definicién de limite.
Sea € > 0 entonces debemos encontrar un nimero 0 > 0 que depende
de € para el cual se cumpla: “

Sio<|z+2/<d=|8x+9)—(-7)| <e.

Consideremos |(8z + 9) — (=7)| = |8z + 16| = 8|z + 2|.
1

Luego basta tomar 0 = g€ €n efecto:
. 1 1

Sil<|z+2|< 2= (82 +9) — (=T7)| =8|z +2| <8 (-8-5) =€

: L :

9. Demuestre que lim —— no existe.

T2 1T — 2

Dem. Una forma tal vez simple y clara es haciendo uso del método de
X
reduccion al absurdo. Para tal efecto supongamos que li_}n% 5 = L,
donde L es algin ntumero real. Deberemos encontrar una contradiccion.
T
Sea f(z) = —— 5 luego
(z — 2)f(z) = z. Luego lim(z — 2)f(z) = lim z,
T—2 T—2

en consecuencia, como estamos suponiendo la existencia del limite pro-
puesto, entonces:

lim(z — 2) - lim f(z) = 2, luego 0-L = 2, lo que constituye una
T2 L T—2
contradiccion.

X

Por lo tanto lim — no existe.
T2 L —




h 2 .2
10. Calcule lim _(__:1: + ) i
h—0 h

Solucién: Lo que primero debemos aclarar es que la variable aqui es
h v en consecuencia debemos pensar que para los efectos del cédlculo z

es como s1 fuera una constante.
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fm G Za o 2wh AR RRERR) i (0rth) = 2
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